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Abstract

This paper establishes a general mathematical model of the geometry of asymmetric spur gears with
involute - trochoid tooth profile. This method is different of currently used for obtain three-dimensional
models of that spur gear kind those, and it can be manipulated by CAD tools, with the geometry and accu-
racy needed to be used as objects of CAE analysis in subsequent testing.
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Nuevo método para la modelacion geométrica
de engranes cilindricos rectos con dientes asimétricos
de perfil evolvente-trocoide

Resumen

En el presente trabajo se establece un modelo matematico general de la geometria de los engranes ci-
lindricos con dientes rectos asimétricos de perfil evolvente y trocoide, que es un método alternativo a los
actualmente usados para la obtencion de modelos tridimensionales de estos tipos de engranes. El modelo
establecido permite la manipulacion de los mencionados engranes con herramientas CAD, con la geome-
tria y exactitud necesarias para poder ser utilizados como objetos de ensayo en posteriores analisis con
herramientas CAE.

Palabras clave: engranes cilindricos rectos, evolvente, trocoide, asimetria, CAD.

Introducciéon

En el ano de 1997, segun referencian Di
Francesco y Marini [1], se efectuaron unos de los
primeros estudios sobre las utilidades en peso y
tamano del engrane cilindrico recto con diente de
perfil asimétrico. En 1998 Novikov y col. [2], pu-
blicaron la variante de uso de engranajes asimé-
tricos, iniciAndose asi una nueva etapa en las

transmisiones por engranajes. Por su parte, Ka-
pelevich [3] desarrollé un procedimiento de dise-
no directo del engrane para la sintesis del par asi-
métrico del engranaje. En esa linea, destacan
aportes de autores como Muni y col. [4, 5], Chira
y col. [6, 7].

De otra manera también han abordado el
problema Litvin y Fuentes [8], Fetvaci e Imrak [9],
Spitas [10], Cavdar y col. [11], Yang [12] quienes
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usan la teoria cinematica de generacion de la
evolvente. Estos ultimos, utilizan un modelo de
transformacion de coordenadas a partir de la
geometria de la herramienta de corte y el proceso
cinematico del par herramienta-rueda para la ge-
neracion de los perfiles asimétricos.

También los autores Cotaquispe [13], Gon-
zalez y col. [14], Hernandez y Vega [15] han logra-
do la sintesis del engrane considerando las fun-
ciones evolvente y trocoide, usando herramien-
tas computacionales, pero esto ha sido en el am-
bito de los engranes simétricos.

En el presente trabajo se expone el método
desarrollado para la modelacion de dientes rec-
tos asimétricos de perfil de evolvente y trocoide
en engranes cilindricos rectos. Este método per-
mite producir de una manera exacta el diente asi-
métrico, a partir de la interseccion de las funcio-
nes evolvente y trocoide y los parametros norma-
lizados de los engranes.

Método de sintesis del diente
recto asimétrico con perfil
de evolvente trocoide

El método usado para obtener el modelo
CAD se sintetiza en la Figura 1 (ver al final de este
documento la nomenclatura utilizada). Se siguio
el siguiente procedimiento:

Paso 1

(1.a) Establecimiento del modelo matemati-
co general de generacion del diente (ambiente Wol-
fram Mathematica7.0®). (1.b) Discretizacion del
perfil (Figura 2) en cada lado y definicion de las
coordenadas inicial y final de cada una de las par-
tes, las rectas, el arco de la punta y las evolventes
y trocoides de cada lado. (1.c) Exportacion (archi-
vos tipo texto) de las coordenadas de los segmen-
tos descriptivos de la particion de las funciones re-
presentativas de los componentes constituyentes
del perfil, en forma numeérica, asi como las pen-
dientes inicial y final de las funciones representa-
tivas de los diferentes componentes.

Paso 2

(2.a) Captura de la data exportada median-
te la ejecucion de macros disefiados en el entorno
VisualBasic del Mechanical Desktop©6.0. (2.b)

Modelo
Matematico

zm, ¢.a b x gha, v (Mathematica)

Coordenadas(x,y) de
los perfiles (arch.txt)

Modelo
CAD

(Mechanical

Desktop)
Dominio (diente
extruido en formato de|
intercambio STEP)

\_/\

Figura 1. Procedimiento general de sintesis
del engrane asimétrico.

Macros

Creacion de curvas B-Spline, utilizando las coor-
denadas de los segmentos de las funciones com-
ponentes como puntos de control y las pendien-
tes de inicio y final exportadas por particion. (2.c)
Generacion del perfil total, mediante la union de
las curvas B-Spline y extrusioén virtual del perfil
bidimensional generado.

Paso 3

(3.a) Exportacion del modelo tridimensio-
nal en formato de archivo de intercambio STEP,
(3.b) Captura del modelo CAD, en este caso Solid-
Works20100 para analisis con CAE.

Modelo matematico

Coeficiente de asimetria

El perfil total del diente asimétrico esta
compuesto por dos lados (Figura 2), que se deno-
minaran ataque y respaldo, correspondientes
respectivamente a los angulos de presion menor
y mayor. El perfil de ataque y el respaldo se rela-
cionan geométricamente por un valor que se lla-
mara coeficiente de asimetria c, definido como la
relacion entre los angulos de presion de los perfi-
les de respaldo y de ataque (1), Moya y col. [16].

c= Ang— Pe’ﬁlmayor / Al’lg_ Perﬂlmenor = ¢hT / ¢ha
(1)

Las ecuaciones de las funciones evolvente y
trocoide (2), (3), (4) y (5), han sido descritas por
Buckingham [17] y mas recientemente Fuentes
[18] y Hernandez [19], entre otros.

Evolvente. El perfil generado por la parte
recta de la herramienta de tallado por encima del
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Evolvente

Ataque Evolvente Respaldo

Trocoide

Ataque \

Revalf oa] = Rtralpod]. /«—Trocoide

"%~ Respaldo

' " v
4 Revior] =Rtrr[Por]

.,"J,:,'-"'\ T
' Rera[P72) = Rird Pir2] /

Figura 2. Diente asimétrico.

radio rpCos(¢h) es una evolvente de circunferen-
cia. El radio de base de esa circunferencia se co-
noce como radio basico rb del engrane. Las ecua-
ciones paramétricas de la funcion evolvente (2) y
(3), estan en funciéon del parametro 6, como se
muestra para el perfil de ataque en la Figura 3.

Re v(0) = rby1+ 62 (2)
Bev(d) =6 —tan" () (3

Trocoide. La trocoide es el lugar geométri-
co de los puntos del radio de acuerdo de la cabeza
de la herramienta sobre la rueda generada. Las
ecuaciones paramétricas estan en funcién del
parametro ¢, angulo formado por la recta que
une un punto cualquiera del acuerdo de la herra-
mienta y el centro de la circunferencia de acuer-
do con su horizontal Figura 4 (ver ecuaciones (4)
y (5) abajo).

El radio de salida de trocoide r,, se define
como la distancia desde el centro de la rueda ta-
llada hasta el punto la trayectoria donde la parte
recta del diente de la herramienta de generacion
se une con el radio de acuerdo de cabeza o de fi-
nalizacién de la herramienta rf, Fuentes [14],
ecuacion (6), detalle de Figura 4.

xa

Evolvente
Pevd0) |-— Ataque
- -~
S~

~

N
-~ -7 - \
Trocoide
Ataque >,
N
Birdp)
0°
Figura 3. Evolvente y trocoide lado ataque.
ro =1p+ m[x —hyo + rf(l —sen (¢ha])] (6)

Procedimiento de generacion del diente

Interseccién de funciones evolvente y
trocoide

Para cada lado se calculan los valores (6, ¢,)
de los parametros 6 y ¢, correspondientes a las
intersecciones de las ecuaciones paramétricas
polares de la evolvente (2), (3) con la trocoide (4),
(5). Ecuaciones (7) y (8).

Rev(6) = Rtr(yp) (7)
Bev(0) = Btr(p) (8)

Estimacion de parametros angulares

para valor maximo y minimo del perfil

del diente

La altura de la cabeza del diente limita su-
periormente a la evolvente. Cuando el radio de la

2
Rir(p) = \/[ro _rf(sen p —sen ph)]” + [rp -1y + 1f(sen g —sen (bh)} @
tan ¢
btr(j) = tan"! rp — 1y + rf(sen ¢ —sen ¢h) 4o tangh h p—1o —1f sengph rf cosph 5)
J= tan <p[r0 —r1f(senp —sen q)h)] ¢ rptan ¢ p
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Figura 4. Parametro ¢.

evolvente es igual al radio externo o de cabeza de
diente re (9), (como se observa en la Figura 3) el
arco circular 2-6 es igual al cateto 4-6, obtenién-
dose (10) y en consecuencia el angulo maximo de
la evolvente 6, (11).

re =rp+ m(x+ a) 9)
bl =re® —rb” (10)

2
re
0 o = (5) -1 (11)

El valor limite inferior del perfil del diente,
se encuentra en el valor minimo radial de la tro-
coide, localizadoen ¢ =7 /2

Trazado de perfil

A partir de las ecuaciones paramétricas po-
lares para la evolvente (2) y (3), asi como (4) y (5)
para la trocoide, se consiguen las ecuaciones pa-
rameétricas cartesianas del sector con perfil evol-
vente (12) y con perfil trocoide (13), (Figura 3).

Xev(0) = Rev(@]cos[ﬂev(@)] ,

Yeu(6) = Rev(0) sen [Bev(6)]. (12)

Xtr(p) = Rtr(<p]cos[ﬁtr(<p)] ,
Ytr(p) = Rtr{(p)sen [Btr(p)] (13)

La evolvente va desde la interseccion 6
hasta6,,., ., ylatrocoide desde ¢, hastax /2. Se
unen ambas curvas, en el lado de ataque y del
respaldo, generando el perfil completo al consi-
derar la asimetria, el espesor angular A del diente

medido entre los circulos basicos (14), el angulo 0
formado entre las lineas centrales (CL) o ejes de
simetria de la trocoide (15), el ancho de cabeza y
el coeficiente de correccion x.

Espesor angular del diente A (14)

£+ 2x tan(¢h,) 4 2x tan(¢h,) +
z z z

inuph, + inuph,, (14)

A=

Distancia angular 6 (15), entre trocoides
del diente z,,,y z

T

2 7
0= 5 A+ ﬂtrr(2)+ ﬁtra(g) (15)

Trocoide del respaldo. Se consigue a par-
tir de las ecuaciones paramétricas (16), desde el
inicio de la interseccion con la evolvente ¢, hasta
su punto minimo en =z /2, para cada i diente re-
querido. Elrangode ies [l < i < z]y el rango de ¢
es [po. < ¢ < 7 /2], (Figura 5) para i=1.

Xtr.(p) = Rtrr(w)cos[ﬁtrruo) + 27/ z]

Ytr,(p) = Rtr,(p)sen [Btr.(p) + i27 / z] (16)

Evolvente del respaldo. Las ecuaciones
paramétricas (17) se evalian en el rango
0o = 0 < 0,,.] para i namero de dientes, obte-
niendo el sector de perfil mostrado en la Figura 6.

Xev,(0) = Revr(t‘))cos[ﬂevr(e) +i27/ z]

Yev,(6) = Rev,(6) sen [ﬁevr(G) +i27 / z] 17

Cabeza. Con el radio de la cabeza re, se pa-
rametriza dicho sector (18), el rango es
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BN

/7
Figura 5. Trocoide del respaldo.

[O <0< A-Bev (0. )— ﬁeva(emax_a]], produ-
ciendo el arco circular de la Figura 7.

Xe(0) =re cos[ﬁevr(@max_r) +0+i27 /z]

Ye(0) = resen [ﬁevr(@max_r] +0+i27/ z] (18)

Evolvente del lado de ataque. Tomando
en cuenta la distancia angular entre los puntos
de inicio de la evolvente en el respaldo y el ataque,
se traza la funcion evolvente para el ataque segun
(19), entre el rango de los valores paramétricos
[0pq = 0 < 0. 4]y los idientes, Figura 8.

Xev () = Rev(6)cos[A — Bev () + 127 / z]
Yev,(0) = Rev,(0) sen [A — pBev (0) + 27 / z] (19)

Trocoide lado de ataque. Usando las
ecuaciones (20), entre [p,, < ¢ < 7 /2] para los i
dientes requeridos, se ejecuta el trazado de la Fi-
gura 9.

Xtr,(¢p) = Rtr (p)cos[A — Btr,(p) + i27 / z]
Ytr,(¢) = Rtr (o) sen [A — ftrylp) + 27 / z] (20)

Uniodn de sectores del diente. Se unen los
trazados precedentes, resultando el perfil del
diente mostrado en la Figura 10.

Generacion de rueda total. Si la trocoide
en el punto /2 del lado de ataque del diente z no
coincide con el de la trocoide del respaldo en 7 /2
del diente z,,, significa que existe una holgura
angular ¢ (15), entre las lineas centrales CL de las
mismas ie i+1, tal como se muestra en la Figu-
ra 11.

A\

Figura 6. Evolvente del respaldo.

\

Figura 7. Punta.

N\

\

/7

7

Figura 8. Evolvente del ataque.

N\

AN

/]

/

Figura 9. Trocoide del ataque.
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El trazado de dicho sector circular, que co-
rresponde al radio minimo, se efectia con las
ecuaciones paramétricas (21), variando 6 segun
[0 < 6 < d]y los i dientes.

Xpase = Riry( / 2)cos|ftr,(n /2) =6 + 60 +i27 / z]
Yyase = Rtrg(m / 2)sen [ﬂtra(ﬂ /2)=0+0+i2n / Z]
21

La Figura 12 muestra el resultado del pro-
cedimiento descrito para m={1}, a/m={1},
b/m={1.25}, »={0}, z={10},{16},{20},{50},
c={1.0},{1.5},{1.7}, x/m={0},{-0.2},{-0.5}, r1f/m=
{0}.{0.25}

Una vez ejecutada la sintesis del diente rec-
to asimétrico, es inmediata la sintesis de la herra-
mienta de corte por generacion, como se indica
en la Figura 13 (sin coeficiente de correccion x) y
Figura 14 (caso con x+ o alejamiento de la herra-
mienta de corte).

Generacion en ambiente CAD

Cada perfil evolvente y trocoide de las caras
de ataque y respaldo, se particiona en j partes,
con j+1 puntos de control (se uso j = 5), determi-
nando los puntos de inicio y final de los sectores
asi como sus pendientes iniciales y finales.

Se procede a exportar las coordenadas de
los 7 sectores (Figura 15), 2 trocoides, 2 evolven-
tes, la punta y las lineas que cierran el dominio,
en forma de archivos de texto, que seran usadas
parala creacion del modelo mediante herramien-
tas de CAD (Figura 16), mediante macros disena-
dos en ambiente VBasic y una vez logrado el soli-
do, se procede a la exportacion con archivo de in-
tercambio tipo STEP, disponible para ser usado
en analisis por el método de elementos finitos
MEF, aportado por la herramienta de CAE selec-
cionada.

Macros para generacion de diente CAD

Para sistematizar el procedimiento, se divi-
de en pasos las tareas desarrolladas por las ma-
cros.

Paso 1 macro. Captura de la data exporta-
da por el modelo matematico. Se cargan los datos
de cada sector, con las rutinas de lectura secuen-
cial comunmente usadas en VBasic (Figura 17).

AN N\

Figura 10. Union de sectores del diente.

2n/z— A
ataque

Btr, (70/2)

—
—respaldo

Btr, (70/2)

Figura 11. Holgura angular 6.

Paso 2 macro. Conversion de data en cur-
vas B-Spline, con las coordenadas de los puntos
de control e inicio, final y pendientes respectivas,
capturadas en Paso 1 (Figura 18).

Paso 3 macro. Generacion del perfil total
mediante la unién de las curvas B-Spline, se crea
una superficie y se procede a extruir virtualmen-
te, logrando el modelo tridimensional (Figura 19).

Conclusiones

1. Se desarrolla un método alternativo para
la modelaciéon geométrica del diente asimétrico
de perfil evolvente trocoide de engranes cilindri-
cos rectos.

2. La geometria de los engranajes asimétri-
cos es equivalente a la unién de dos dientes, don-
de el lado de menor angulo representa al lado de
ataque y el de mayor angulo al respaldo.

3. El modelo matematico desarrollado y sus
expresiones permiten realizar la sintesis métrica
de los engranajes asimétricos de perfil de evol-
vente y trocoide, de manera rapida, confiable y
para cualquier configuracion aceptable de engra-
najes rectos asimeétricos.
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z=10, c=1.5, x/m=-0.5
rf/m=0.25

rp=5(mm)
rb,=4.698(mm)
rb,=4.33(mm)
rpa=3.145(mm) <A

rp=3.375(mm) J\_} _ alZ "
Rtra[/2]=3.25(mm) "R o invp ha N
z=10, c=1.5, x/m=0 G N P\

rf/m=0.25 -
rp=5(mm)
rb,=4.698(mm)
rb,=4.33(mm) S
79,=3.915(mm) S
74=3.875(mm) AV
Rtra[n/2]=3.75(mm) Swom ey
z=16, c=1.7, x/m=-0.2

F/m=0.25 } —6:5

rp=8(mm) : <>?/ :
rb,~7.518(mm) D -
rb,=6.632(mm) il

Fp=6.715(mm) REN
79,~=6.66(mm) : T A=t Figura 13. Dientes sin correccion.
Rtra[w/2]=6.55(mm) | ° '
z=20, c=1.5, x/m=-0.5 | ., EENEARERREEE
rf/m=0.25 : ~

¢ ha ¢ hr ;
t=mm/2

~ } \
/

/ // Linea Referencia de

| Herramienta

S S |

>

z y)\

A X

P

rp=10(mm)
rb,=9.397(mm)

5
q

rb,=8.66(mm) %\
9

t= mm2 b hay

79=8.415(mm)

S &" - mxTang ha\
}"or:8 375(mm) 71: “““ 2:@?\16 “““ // W N N T Linea Referencia de
Rtra[n/2]=8 25 (mrn) e " 2xTariki\ha /z | _myTang hr Et  Helramienta

Z:EO, c=1.0, x/m=0 U agy
=0 -

3| [ \\

inve hr

\
\

rp=25(mm)

§
rb,=23.49(mm) g
rb,=23.49(mm) %{é

rbr
rba

r9=23.75(mm) :
r3=23.75(mm) T ™
Rira[n/2]=23.75(mm) e v

z=50, c=1.5, x/m=0 S L AARA

70 )
rp=25(mm) fy, VQQ
E\
@

r0r
0a

rb,=23.49(mm)
rb,=21.65(mm)
rpa=23.75(mm)

i Y

ro=23.75(mm) M M
Rtra[n/2]1=23.75(mm) 200 6 b

Figura 12. Resultados de ruedas segiin modelo
matematico (m=1, ¢h,=20°, b/m=1.25).

Figura 14. Dientes con correccion.
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1 | Linea respaldo.
(6) [0,0] -> [Xtrr(Pi/2), Ytrr(Pi/2)]

e 2 | Trocoide respaldo.
©

[Xtrr(Pi/2),Ytrr(Pi/2)] - [Xtrr(90d), Y trr(g0d)]

e 3 | Evolvente respaldo.

[Xevr(60d),Yevr(00d)] -> [Xevr(6maxd),Yevr(Bmaxd)]

4 | Evolvente ataque.

[Xeva(Bmaxc),Yeva(6maxc)] -> [Xeva(60c),Yevr (60c)]

e 0 5 | Trocoide ataque.

[Xtra(pOc),Ytrr(pOc)] -> [Xtra(Pi/2),Ytra(Pi/2)]

6 | Punta.

[Xevr(Bmaxd),Yevr(Bmaxd)] -> [Xeva(6maxc),Yeva(Omaxc)]

7 | Linea ataque.
[Xtrr(Pi/2),Ytrr(Pi/2)] -> [0,0]

Figura 15. Coordenadas de sectores de diente (inicio - final).

Modelo producido en CAD Modelo final para analisis en CAE

£

Figura 16. Modelo producido e importado.

Sub Carga()

Abrir “ArchivoDeseado.dat” For Input As #1 ' Abre el archivo.

i=1

Do While Not EOF(1) ' Repite el bucle hasta el final del archivo.
Line Input #1, LineaTexto 'Lee el caracter en la variable.
X(1, j) = Val(LineaTexto)
imaxn =i
i=it+l

Loop

Close #1 ' Cierra el archivo.

End Sub

Figura 17. Paso 1 macro.
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Sub CreaSplinesAtaque()

Dim fitPoints(1 To 18) As Double
j=5

nfp = imaxn * 3

' Definir Set variables,

End Sub

' Crea el objeto spline en el model space, escritorio o pantalla del CAD, Declara variables
Dim splineObjx As AcadSpline, Dim startTan(1 To 3) As Dou ble, Dim endTan(1 To 3) As Double

' Crear spline de la evolvente
Set splineObjx = ThisDrawing.ModelSpace.AddSpline(fitPoints, startTan, endTan)

Figura 18. Paso 2 macro.

Sub PerfilCompleto()

Dim sset As AcadSelectionSet
‘Carga de los perfiles + la data

For i =0 To ThisDrawing.ModelSpace.Count — 1
Set ssobjs(i) = ThisDrawing.ModelSpace.Item(i)
Next
' Afiadir el arreglo de objetos al set seleccionado
perfil = ThisDrawing.ModelSpace.AddRegion(ssobjs)

For i =0 To ThisDrawing.ModelSpace.Count — 2
Set ultimo(i) = ThisDrawing.ModelSpace.Item(i)
Next i
For i =0 To ThisDrawing.ModelSpa ce.Count — 2
Next i
End Sub

Dim extrusion As Acad3DSolid, Dim altura, angulo As Double, Dim solido(0 To 1) As Variant ,

Carga, CreaSplinesRespaldo, Lineas, CreaSplinesAtaque, CreaSplinePta
ReDim ssobjs(0 To ThisDrawing.ModelSpace.Count - 1) As AcadEntity

Set extrusion = ThisDrawing.ModelSpace.AddExtrude dSolid(perfil(0), altura, angulo)
ReDim ultimo(0 To ThisDrawing.ModelSpace.Count - 2) As AcadEntity

Figura 19. Paso 3 macro.

4. El modelo matematico permite la expor-
tacion de los datos del perfil del diente discretiza-
do.

5. Las macros producidas, capturan la data
del modelo matematico y generan el modelo tridi-
mensional en ambiente CAD del diente asimétri-
co de perfil evolvente trocoide de los engranes ci-
lindricos rectos.

Nomenclatura
a: Altura adendo diente (mm)
b: Altura dedendo diente (mm)
c’ Coeficiente de asimetria
hq : Altura adendo de la herramienta de gene-

racion (mm)

i: Numero deseado de dientes

invph: Angulo polar del angulo de presién

m: Modulo

o - Radio de salida de la trocoide (mm)

rb: Radio basico de la rueda dentada (mm)

re : Radio de la cabeza del diente (mm)

rf : Radio de finalizacion de herramienta
(mm)

p: Radio de paso de la rueda dentada (mm)

rt : Radio de la punta del diente (mm)

X: Coeficiente de correccion (mm)

zZ: Numero total de dientes

Rev[f] :Radio polar de la evolvente (mm)
Rtr[p] :Radio polar de la trocoide (mm)

Xeu,tr,e,base: Abscisa para sector: evolvente,
trocoide, cabeza, base
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Yev,

tre.base: Ordenada para sector: evolvente,
trocoide, cabeza, base

¢: Angulo paramétrico de la trocoide

0: Angulo paramétrico de la evolvente

@0, 0p: Valores de angulos paramétricos para in-
terseccion de angulos polares 8

UN Angulo de la punta, interseccion de las
evolventes de cada lado

0: Angulo de holgura entre trocoides de
diente ie i+1

A Angulo de espesor total entre los circulos

basicos de cada lado

Bevl6] :Angulo polar de la funcion evolvente des-

de 00 a Hmax

Btrip]l : Angulo polar de la funcién trocoide desde
poam/2

¢h:  Angulo de presién

P: Angulo de hélice

Omax: Angulo maximo de la evolvente.

Subindices

a, r: Lado de ataque, lado de respaldo

Acrénimos

CAD : Diseno asistido por computador

CAE : Ingenieria asistida por computador

CAM : Mecanizado asistido por computador

MEF : Método de elementos finitos
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