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Abstract

This paper presents a novel approach for the controller synthesis in linear time invariant systems
(LTI) with uncertainty polytopical type, by means of the extended static feedback of the measured output.
The method consists of designing feedback gains for the injection of the output and its derivative, which
corresponds to the control signal. Conditions for the existence of such controllers are established. The un-
certainty parameters are supposed to belong to a polytope. The stabilization problem is formulated in the
context of linear matrix inequalities (LMI). Multiobjective performance indices in 7 /%, are also consid-
ered, which are described as LMIs. The extended / #, conditions are obtained by means of the well
known projection lemma. Performance of the proposed synthesis technique is illustrated by numerical ex-
ample.

Key words: Static output feedback, robust control, polytopical uncertainty, linear matrix
inequalities (LMI), /. / norms.

Control robusto por realimentacion estatica
de la salida extendida

Resumen

Considerando los sistemas lineales invariantes en el tiempo (LTI) continuos con incertidumbres po-
litopicas, esta contribucion presenta un método para la sintesis de controladores por realimentacion esta-
tica extendida de la salida medida. El método consiste en el disefio de ganancias de realimentacion para la
inyeccion de la salida y su derivada que corresponde a la sefial de control. Se establecen condiciones para
la existencia de este tipo de control. Los parametros inciertos se suponen que pertenecen a un politopo. E1
problema de estabilizacion es formulado en el contexto de Desigualdades Matriciales Lineales (LMI). Indi-
ces de desempeno multiobjetivos en -/ /., son también considerados, los cuales se describen como LMIs.
Las condiciones de desempeno .7 ./, extendidas se obtienen por medio del lema de proyeccion. El funcio-
namiento de la técnica propuesta es ilustrada por medio de un ejemplo numérico.

Palabras clave: Realimentacion estatica de la salida, control robusto, incertidumbre politépica,
desigualdades matriciales lineales, normas 7. /.

1. Introduccién dad y simplificidad de implementacién. De alli
que el control por realimentacion de la salida ha
El fin ultimo de todo diseno de sistemas de sido un tépico de mucho interés de investigacion.

control es su implantacion practica. Cuando se
trata la sintesis de sistemas de control para los fi-
nes practicos siempre se busca la mayor flexibili-

Como se sabe, los controladores que ofre-
cen esas caracteristicas se construyen a partir de
la realimentacion de estados, los cuales tienen el
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inconveniente de que no siempre es posible dis-
poner de todos los estados. Por su parte, la reali-
mentacion estatica de la salida presenta todas
las bondades para una implementaciéon sin mu-
chas exigencias. E1 mayor inconveniente para la
sintesis de control por realimentacion estatica de
la salida (SOF) son sus condiciones de existencia
de tales controladores [1]. El problema de SOF se
refiere a lo siguiente: dado un sistema LTI encon-
trar una ganancia de realimentacion estatica de
la salida tal que, en lazo cerrado, el sistema con-
trolado exhiba las caracteristicas deseadas de
comportamiento; o en su defecto, determinar la
no existencia de tal ganancia [2]. Aunque se co-
nocen varias condiciones tedricas para la exis-
tencia de controladores por SOF, existe el incon-
veniente de lograr implantar algoritmos practicos
para la solucién sin mayores requerimientos.

Asi, el problema de control via SOF se plan-
tea de la siguiente manera: considérese el siste-
ma LTI definido por

x(t) = Ax() + Bu(t);  y(t) = Cx(t) (1)

donde A € R™, B € R™ yC € RP". El proble-
ma se describe por: dado el sistema (1), con (A;B)
estabilizable, encontrar un control de la forma

u(t) = xy(t) (2)

donde ¥ € R™? es la ganancia de realimentacion
estatica a construir, de tal manera que el sistema
en lazo cerrado sea estable. Esto significa que si
existe K, entonces la matriz dinamica del lazo ce-
rrado A + BKC debe ser estable.

Problema 1

Dado el sistema (1), con (A;B) estabilizable,
encontrar K para el control (2) de tal manera que la
matriz A + BKC tenga todos sus autovalores en el
semi-plano estable.

La seleccion de la ganancia ¥ debe permitir
satisfacer los requerimientos de funcionamiento
segun los objetivos de diserio del sistema de con-
trol. El primer detalle a definir es la existencia de
tal ganancia de realimentacion estatica. Para ello
han sido presentado varios resultados: [1-4]. Las
condiciones establecidas no indican, de manera
directa, los algoritmos de soluciéon. Asi, se han
presentado varios métodos para la solucion algo-

ritmica del problema de SOF: [5-8]. Todas estas
soluciones siguen manteniendo el problema de
requerimientos exigentes desde el punto de vista
computacional, limitando la aplicacién practica
de las técnicas de SOF en procesos industriales.

En consecuencia, en este trabajo se presen-
ta un método de disefio de controladores por SOF
extendida para sistemas LTI con incertidumbres
politépicas. La técnica consiste en el disefio de
ganancias de realimentacion para la inyeccion de
la salida medida y su derivada, lo cual permite
ampliar el espacio de sistemas controlables por
SOF, y la ley de control se obtiene por solucion
numeérica via LMI con condiciones de normas
v 7, extendidas, las cuales son desarrolladas de
acuerdo a las siguientes notaciones y resultados:
R es el conjunto de ntmeros reales. Para una ma-
triz A, AT denota su transpuesta, tr(A) define la
traza de la matriz A. £, es el espacio de Hilbert de
senales vectoriales definidas en (— oo, ), con pro-

ducto escalar < x|y >= fio x(7)" y(r)dr y tal que

Ixl, =< x|x>1/2< o, Vx € £,. En las particio-
nes de matrices simétricas * denota cada uno de
sus bloques simétricos. | define la matriz identi-
dad de dimension apropiada.

Considérese el sistema LTI

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (3

donde x(t) € R" son los estados, u(t) € R™ son
los controles y y(t) € RP son las variables medi-

das. Las matrices A, B, C, D son bien conocidas y
de dimensiones apropiadas.

Para estudiar el desempeno de ese sistema,
en la teoria moderna de control es tradicional
aplicar criterios basados en normas. Adicional-
mente, existen algunas modificaciones a los re-
sultados clasicos considerados en la teoria de
control robusto, tal es el caso de versiones mejo-
radas al Lema Real Acotado [9, 10], oen el caso de
desempenio en .~ [11].

Lema 1.1 (Desempeiio / relajado) Consi-
dérese el sistema (3) con D = 0. Para P = PT > 0,
las siguientes declaraciones son equivalentes

i. A es establey

st - )y Bl < u @
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ii. Existen Py Z, tales que

ATP+ PA PB p cT
[ BTp _ﬂ]}<0, [C Z}>O, tr(Z) <1
(5)
iii. Existen P, Z y G tales que
[«G+G") GTaA+P G'B GT
ATG+ P -pP 0O o0
B'G o  —ul o|¢
| G 0 0 -P
B T
g CZ]>0, tr(z) <1 6)
iv. Existen P, Z y G, tales que
—G+GY) G'A+P+G' G'B
ATG+ P+ G -2P 0 |<o,
BTG 0 —ul
T
[g CZ]> 0. tr(2) < 1 @)

Prueba. Las equivalencias entre las decla-
raciones han sido mostradas en [11, 12].

Cuando existen relaciones entre la matriz
dinamica del sistema y la matriz de Lyapunov se
obtienen resultados mas conservativos, tal como
es el caso de sistemas con incertidumbres polit6-
picas [13]. Esta situacion se solventa, en cierto
grado, desacoplando ambas matrices. Ademas,
la declaracion iv) en el Lema 1.1 provee una re-
presentacion mejorada de la condicion de desem-
peno en ~ dada en [11].

De la misma forma que para el caso .~ dado
anteriormente, existen algunos resultados para
mejorar el desemperio en 7, tal como se muestra
a continuacion.

Lema 1.2 (Desempeiio , Relajado) Con-
sidérese el sistema (3). ConP = PT > 0 y la matriz
G, las siguientes declaraciones son equivalentes:

i. Aesestabley
lctst —a)'B+D|_ <y

ii. Existe P, tal que

ATP+PA PB CT
B'™P -2 D|<0 (8)
C D -1

iii. Existen P y G, tal que parat >> 1

—G+G") GfA+P+7zGT 0 G'B
ATG+ P+1G —92rP ct o <0
0 C -1 D ’
BTG 0 DT —2
9)

Prueba. Las condiciones i) y ii) representan
el bien conocido Lema Real Acotado. La equiva-
lencia entre ii) y iii) puede ser vista en [12].

Estos resultados seran utiles para el disefio
de controladores robustos por realimentacion es-
tatica de la salida extendida, tal como se mostra-
ra a continuacion.

2. Control por realimentacion
estatica de la salida extendida

Considérese el sistema (1). Se define el con-
trol como:

u(t) = Koy(t) + K, y(t) (10)

donde X, y X, son las ganancias de realimenta-
cién a determinar parala saliday su derivada. En
este caso, la derivada de la salida se utiliza en el
contexto de la accion derivativa en controladores
tipo PID. Asi, el control estara dado por

w(®) = (I - %,CB) (K,C + K,CA)x(1) (11)

donde | es la matriz identidad. Tal como se puede
observar, la existencia del control depende de la
invertibilidad de la matriz | — ¥,CB, que es una
condicion menos “fuerte” que las establecidas en
el Problema 1 de SOF. Asi, para el Control por
realimentacion estatica de la salida extendida se
establece el siguiente problema:

Problema 2

Dado el sistema (1), con (A;B) estabilizable.
Encontrar X, y K, para el control (11) de tal mane-
ra que la matriz A + B(1 — KICB)_I[KOC + K,CA)
tenga todos sus autovalores en el semi-plano esta-
ble.
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Lema2.1. SeaM = | — K,CB. Existe un con-

trol por realimentacion estdatica de la salida exten-
dida de la forma

u(t) = M7(K,,C + K,CA)x(1) (12)

si y solo si M tiene inversa generalizada (pseu-
doinversa Moore-Penrose), dada por M.

En efecto, si MT es la matriz transpuesta de
M, quien es de rango completo por columnas, en-
tonces la matriz pseudoinversa Moore-Penrose
es M~ = (MTM)™'MT, la cual, si existe, permite
calcular la ley de control. Esta condicion debilita
y generaliza las establecidas en [14], dandole,
ademas, solucion al problema de SOF, en mu-
chos mas casos [15].

Por otro lado, el problema de estabilizacion
mediante realimentacion de la salida extendida
se puede analizar en el ambito de las LMIs. En
efecto, si se considera el problema de estabiliza-
cion por realimentacion de la salida extendida
en el contexto de LMIs, entonces, dado el siste-
ma (1), encontrar X, y ¥, de tal manera que el
sistema en lazo cerrado sea estable en el sentido
de Lyapunov, es decir si las siguientes BMI (de-
sigualdades matriciales bilineales) se satisfa-
cen:

AP+ Pa, <0, P ~0; (13)

donde 4, es la matriz dinamica de lazo cerrado.
Este problema de estabilizacion ha sido tratado
en [15], donde se presenta las fortalezas de las so-
luciones numéricas via LMI.

3. Control en /.- /&
Considérese el sistema LTI definido por

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + B,o(t)
z(t) = C,x(1) + D,(t) (14)
y() = Cyx(t)

donde w(t) € £, es una perturbacion desconoci-
da, z(1) la salida controlada y y({) la salida medi-
da.

Problema 3

Dado el sistema (14), con (A;B,) estabiliza-
ble. Encontrar X, y X, para el control (11) de tal

manera que lamatriz dinamica A, dellazo cerrado
sea estable y que la norma-2 6 norma-« de la_fun-
cién de transferencia de la perturbacién a salida
controlada sea minima en algtn sentido, es decir
M), < w6 [Ha s, <

Aplicando el control dado por (11), entonces
el sistema en lazo cerrado sera

x() = A.x(t) + B.o(t)
z(t) = ¢ x(t) + D (1) (15)

donde 4, = A+ B,M™(X,C, + k,C,A),

8. =B, + BM«,C,B,, C.=C, D.=D,

w

Asi, H, (s) corresponde a

-/qC @C

c @C] = (sl — a) ‘s, + D,.

H,(s) = [

En este caso, la idea es obtener un contro-
lador que nos permite alcanzar un indice de de-
sempeno bajo la norma /'y .7,. Aca se resuelve
el problema de atenuacion de los efectos de la
perturbacion a la salida controlada, sin consi-
derar robustez por efecto de incertidumbres. La
sintesis de los controladores y las condiciones
requeridas para ellos se pueden analizar en [15,
16]. En este caso, las condiciones son similares
a las presentadas en la solucion del Problema 2
via LMI. Por otro lado, se amplia el espectro de
los sistemas a ser estabilizados por realimenta-
cion de la salida. Ademas, alli existen condicio-
nes para lograr un rechazo pleno de la pertur-
bacién. En efecto, si X, se selecciona de tal ma-
nera que (I + B,M«,C) € ker(B,) entonces se

rechaza la perturbacién. Por lo tanto, una vez
seleccionado X, se debe disefiar X de tal ma-
nera que la matriz dinamica de lazo cerrado sea
estable [15].

De igual manera, es posible tratar el proble-
ma de regulacion o seguimiento de la salida, nue-
vamente con una adecuada seleccion de K, K, y
una ganancia sobre la senal de referencia para
asegurar un error nulo entre la salida y la sefial a
seguir.

4. Control robusto

Hasta ahora se ha considerado el disenio de
controladores con objetivos de minimizar el efec-
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to de las perturbaciones a las salidas controla-
das, tal como ha sido mostrado en [16]. A partir
de este momento, estamos interesados en dise-
nar controladores robustos, en procesos donde
existe incertidumbre en la matriz dinamica de la
planta. Sea el sistema incierto

x(t) = Ala)x(t) + B, (a)o(t) + B,u(t)
z(t) = C,(a)x(t) + D,()ol(t) (16)
y() = Cyx(t)

donde x(t) € R™ son los estados, o(t) € R? son
perturbaciones desconocidas, u(t) € R™ son las
entradas de control, z(t) € R+ son las salidas
controladas, y(t) € RPv son las salidas medidas.

Adicionalmente, las matrices desconocidas del
sistema conforman un politopo incierto, es decir,
pertenecen a una cdscara convexa, con lo cual

N
Qy =(A.B,.C,.D,)(@) = Y a(A.B, .C,.D,)
i=1

M=

conag; =0, D,a; =1 (17)

1

Puesto que o esta restringida a un conjunto
. . N
unitario, ya que a; = 0, zi_lai =1, entonces las

matrices (A, B,,C,, D,)(«) son funciones afines
del vector de parametros inciertos ¢ € RY descri-
to por la combinacién convexa de las matrices
vertices A, B, ,C,,D,, .1 =12,....N.

Como se puede observar, las matrices B, y
C, se consideran conocidas. Eso tiene correspon-
dencia con el hecho de que ellas representan,
desde el punto de vista practico, los elementos
fundamentales y precisos para la implantacion
de los sistemas de control, que son los actuado-
res y los sensores, respectivamente.

Ahora, aplicando el control por realimenta-
cion de la salida estatica extendida, y asumiendo
que M =1 -K,C,B,, entonces

u(®) = M (KoC, + K,C,Al@) ) x(1) +
M™x,C,B,,(@)o(1) (18)

por lo tanto, las matrices de lazo cerrado son

A, = Ala) + BM7K,C, + B,M™K,CA(a)
8. = B,(a) + BM™K,C,B,(a),
D, =D,(a)

C. =Cyla),

4.1. Control robusto /

Del Lema 1.1 se obtienen los siguientes re-
sultados

Teorema 4.1.

Sea el sistema (16) sobre el politopo (17) con
D, (a) = 0. Existe una ley de control por realimen-
tacion estdtica de la salida extendida de la forma
(18), que garantiza un desempeno ./ para el siste-
ma en lazo cerrado, cumpliendo las condiciones
formales, si se satisfacen las ecuaciones (19) (ver
abajo) y (20)

P pCT
[c ‘b ‘sz] >0, tr(Z) > 1. (20)
z "t

para i=1..,N, donde G& R™, Y &R™v,
Z € R p, =P ~ 0 € R™, paralo cual las ga-
nancias de la realimentacion estatica de la salida
extendida se obtienen de

Ko = VB (G") 'Y (21)
X, =V B (G") 'z (22)

donde V = M~ =1+ B’(G")™'ZC,B,.

Prueba. A partir de cambios de variables se
llega a la prueba. Astimase que existe una solu-
cion factible para el problema de realimentacion
estatica de la salida extendida, segun el control
(18). Entonces, a partir del Lema 1.1 y las matri-
ces dinamicas del lazo cerrado, se tiene la ecua-

—G+G")
AG*C)Y'+ AlCJZ" + P+ G -2P,
T T ~T T
B, G+ B,C,Z 0

G'A,+YC,+ 2C,A; + P+G" G'B, +2C/B,,

0] <0 (19)
—1
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cion (23) (abajo), si Y =G'BM7k, ¥y
Z =G'B,M7%,, entonces por aplicacion del

Lema 1.1 se llega al resultado mostrado.

4.2. Control robusto 7,

Del Lema 1.2 se deriva el siguiente resulta-
do:

Teorema 4.2.

Sea el sistema (16) sobre el politopo (17).
Existe una ley de control por realimentacioén estcti-
ca de la salida extendida de la forma (18), que ga-
rantiza un desempeno sub-éptimo 7, para el sis-
tema en lazo cerrado, satisfaciendo las condicio-
nes formales, si se satisface la ecuacion (24) (ver
abajo), para i=1...,N, donde Ge& R™,
Y EeR™r, ZeR™:, P =P -0€R™ y

7 >> 1. Las ganancias de la realimentacion son:

Ko =V 'B(G") Y (25)
X, = V7B (G") 'z (26)

donde V =M™ =1+ B;’(G")™'2C,B,.

Prueba. Se sigue el mismo procedimiento
del caso previo.

Los resultados aqui obtenidos para el caso
en 7,y ~ ,se pueden combinar a fin de obtener
controladores con multiobjetivos. En las técnicas
multiobjetivos clasicas, las expresiones de la for-
ma AP + PA involucran productos entre las ma-
trices de Lyapunov y las matrices de diseno, lo
que se traduce en conservatismo. A fin de garan-
tizar la convexidad del problema, es necesario
hacer una consideracion fundamental, reforzan-
do todas las especificaciones a partir de una uni-

ca funcion de Lyapunov. En el caso presentado,
debido a las versiones extendidas de las caracte-
rizaciones de las normas .~ 7, como LMIs, no se
generan productos que involucren matrices de
Lyapunov, y las matrices de disefo ¥, X, no de-
penderan de ellas, evitandose la necesidad de
usar la misma matriz de Lyapunov para todas las
especificaciones, lo que permite reducir el con-
servatismo.

5. Evaluacion numeérica

De manera ilustrativa, sea el sistema defi-
nido por, [8]:

010 0 0
x(t)=|0 0 1|x(t)+ |0 [u(t)+ |0 |w(t),

0O a O 1 1

0O 5 -

donde « € [10 16].

Aplicando los resultados del Teorema 4.2 se
obtiene:

Ko =10 x 10'2[2,4857 0,0664]
%, =10x10'%[0,2466 12583],

para un valor de y = 0,4244 de la minimizacion
de la norma-w para la funcién de transferencia
Hyw[s). Asi, la ley de control es

u(t) =10 x 10'%[2,4857y,8t) + 0,0664 y,(t)] +
10 x 10'%[0,24661;(t) + 12583 1J,(1)].

Evaluando, para ¢ =13 la matriz dinamica
de lazo cerrado es

* —2rP,

* *

* —2rP, C
* -1

* * *

-G-G" G'A;+ G"B,MK,C, + G'B,MK,C A, + P, +1G"  G'B, + G'B,M%,C,B,),

0 <0, (23
—?

-G-G" G'A+YC,+2ZC,A;+P+1G" 0 G'B, +ZC,B,

<0, (24)
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0 1 0
4=l o0 0 1|
—-0,0269 -0,0896 11095

cuyos autovalores son —1,0486; —0,0305 + 0,1573;.
De esta manera, se evidencia la estabilizacion del
sistema en lazo cerrado con una atenuacion de la
perturbacion.

Los resultados de la simulacion se mues-
tran en la Figura 1 y Figura 2, que corresponden
al control y a la salida. Como se puede notar, las
salidas son estabilizadas alrededor del cero, afec-
tadas solamente por la presencia de la perturba-
cion. Ademas, para evaluar la estabilizacion bajo
cambios en el parametro «, en t=250s, se produce
una variacion del mismo dentro de su rango esti-
pulado, y como se puede notar, se mantiene la es-
tabilidad del sistema por efectos de la accion del
control.

6. Conclusiones

A partir de la salida y su derivada, se ha
planteado y resuelto el problema de control ro-
busto de sistemas lineales invariantes en el
tiempo y con incertidumbres politépicas, por
realimentacion estatica utilizando la inyeccion
de ambas senales como entrada de control. La
solucion permite ampliar el espacio de los siste-
mas que pueden ser estabilizados por las técni-
cas tradicionales de realimentacion estatica de
la salida, incorporando caracteristicas de ro-
bustez. La utilizacion de la derivada de la salida
se considera en el mismo contexto de la accion
derivada en controladores PID. Ademas, con
una adecuada seleccion de las ganancias de rea-
limentacién, tanto para la salida medida como
para su derivada, es posible el rechazo de per-
turbaciones.

Se han presentado las condiciones para la
solucion del problema, las cuales permiten al-
canzar resultados en el marco del control en ./
-, utilizando las caracterizaciones extendidas
de estas normas, como desigualdades matricia-
les lineales. Las condiciones derivadas son ana-
logas a los problemas de realimentacion estatica
de la salida ya conocidos, pero se amplia el es-
pectro de los sistemas lineales inciertos que
pueden ser controlados por este tipo de reali-
mentacion.

i i i i ; i
a0 100 150 200 250 300 350
Tiempa [=]

Figura 1. La senal de control.

¥it)

i 1 i i L i
50 100 150 200 250 300 350
Tiempo [s]

Figura 2. Las salidas controladas.
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